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Geometric nonlinear static analysis of trusses with Positional

formulation of Finite Elements considering different strain measures

Resumo

Este artigo apresenta um modelo numérico-computacional para andlise estatica de trelicas
planas e espaciais com comportamento ndo linear geométrico. As estruturas sao discretizadas
com o método Posicional de Elementos Finitos. As expressdes para o vetor de forca interna e
matriz de rigidez sdo apresentadas para as medidas de deformacdo de Engenharia, Green-
Lagrange, Logaritmica, Biot e Almansi. Assume-se o comportamento elastico linear para o
material. O sistema de equacdes nao lineares é solucionado pelo procedimento incremental e
iterativo baseado no método de Potra-Ptak. O algoritmo implementado no programa Scilab
conseguiu tragar as trajetérias de equilibrio com pontos limites e reduzir o tempo de
processamento em compara¢do com o método de Newton-Raphson. As analises mostraram as
discrepancias nas respostas das estruturas quando se consideram distintas deformacgdes.

Palavras-chave: trelica, Potra-Ptdk, Comprimento de Arco, andlise ndo linear, Scilab.

Abstract

This paper presents a numerical-computational model for static analysis of plane and spatial
trusses with geometric nonlinear behavior. The structures are discretized using the Finite
Element Positional method. The expressions for the internal force vector and stiffness matrix
are presented for the strain measurements of Engineering, Green-Lagrange, Logarithmic, Biot
and Almansi. It is assumed the constitutive relation of the linear elastic material. The system of
nonlinear equations is solved by the incremental and iterative procedure based on the Potra-
Ptdak method. The algorithm implemented in the Scilab program was able to trace the
equilibrium paths with limit points and reduce the processing time compared to the Newton-
Raphson method. The analyzes showed the discrepancies in the responses of the structures
when considering different strains.

Keywords: truss, Potra-Ptdk, Arc-Length, nonlinear analysis, Scilab.
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1 Introducao

As estruturas de ago sao amplamente utilizadas na industria da constru¢cdo. Embora a
teoria fundamental da andlise estrutural e formulagdes eldsticas lineares sejam
tipicamente usadas para analise/projeto, mesmo que de maneira simplificada, essas
estruturas podem sofrer grandes deformagdes antes de atingir o seu limite de
resisténcia. Portanto, nesse caso, as andlises ndo lineares sdo mais adequadas visto
que conseguem melhor predizer o comportamento preciso das estruturas de aco

(Habibi; Bidmeshki, 2018).

Um caso particular de estruturas metalicas sdo as trelicas espaciais que possibilitam
vencer grandes vaos de uma forma arquitetonicamente atrativa e estruturalmente
econdmica, com uma baixa relacdo entre peso préprio e vao. Elas apresentam a
possibilidade de conceber geometrias complexas e uma grande rapidez e facilidade de
montagem. As trelicas espaciais sdo um sistema estrutural muito utilizado em edificios,
pontes, plataformas petroliferas em mar e torres de transmissdo, entre outros

(Barrigd, 2014).

As trelicas espaciais podem experimentar condi¢des de carregamento que causam
grandes deslocamentos e que alteram significativamente a geometria das mesmas.
Para estruturas geometricamente nao lineares, é essencial tragar a curva completa de
carga-deslocamento, além de determinar uma estimativa precisa dos pontos limites e

de bifurcac¢do (Hrinda, 2007; Koohestani, 2013).

Um dos métodos numéricos mais empregados em anadlise de trelicas é o Método dos
Elementos Finitos (MEF), o qual é utilizado na solucdo de problemas da mecanica dos
solidos sob regime nado linear geométrico. Trés descricdes podem ser consideradas
para descrever o movimento, a saber: a Lagrangiana total, a Lagrangiana atualizada e a
Corrotacional (Kzam, 2020). Neste artigo é utilizada a formulacdo Posicional de
Elementos Finitos originalmente proposta por Coda (2003). A formulacdo padrdo para
o MEF no contexto de sélidos deformaveis é o método de deslocamento (Bathe, 2006),
em que as incégnitas fundamentais sdo os deslocamentos dos nds. Na formulacdo
posicional, diferentemente, as incégnitas sao as coordenadas nodais finais ou atuais. A

formulacdo posicional admite que a cinematica seja tanto com relacdo a descricao
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Lagrangeana quanto a Euleriana. Na descricdo Lagrangeana, as mudangas de
configuragdo da estrutura sao medidas a partir de um referencial fixo no espaco. Na
descricao Euleriana, as mudancas de configuracdo da estrutura sdo medidas a partir de

um referencial que se move pelo espago (Bathe, 2006; Wong; Tin-Loi, 1990).

Este artigo tem por objetivo apresentar um modelo numérico-computacional para a
andlise estdtica de trelicas planas e espaciais com comportamento ndo linear
geométrico (hipotese de grandes deslocamentos e rotacdes, mas pequenas
deformacgdes). Sdo utilizadas cinco medidas de deformacdo, sendo trés descritas em
coordenadas materiais (deformacdo de engenharia, Green-Lagrange e Logaritmica) e
duas descritas em coordenadas espaciais (deformacdo de Biot e Almansi). As
expressdes para o vetor de forga interna e matriz de rigidez sdo apresentadas para

essas medidas. Supde-se a relacdo constitutiva do material elastica linear.

O emprego de distintas medidas de deformagdo na formulagdao de Elementos Finitos
para a andlise de estabilidade de trelicas foi objeto de estudo de diversos
pesquisadores. A deformacdo de Engenharia, por exemplo, foi utilizada na formulagao
apresentada por Greco e Ventuni (2006), Yaw (2009) e Yaw (2011), e a deformacdo de
Green-Lagrange foi utilizada por Koohestani (2013). Ademais, as medidas de
deformacdo foram comparadas em analises ndao lineares geométricas de trelicas
planas e espaciais. Utilizando o Método Posicional de Elementos Finitos (Lacerda;
Maciel; Scudelari, 2013; Tolentino; Souza, 2019) e o Método Corrotacional de
Elementos Finitos (Menin; Silva, 2003; Menin, 2006; Miyazaki; Souza; Martins, 2020),
foi observado que a resposta de uma estrutura em regime de deformacdes finitas

pode diferir em funcdo da deformacao adotada na formulacao.

As analises de estabilidade estrutural usando o Método dos Elementos Finitos (MEF)
geralmente envolvem a solucdo de um sistema de equagdes ndo lineares. Os
algoritmos de solucdo incremental-iterativa sdao muito populares e amplamente

utilizados para resolver o problema estrutural (Torkamani; Sonmez, 2008).

O método de Newton-Raphson (NR) é um dos métodos mais utilizados para solucionar
o sistema de equagdes nao lineares que descreve o problema estrutural. Esse
procedimento fornece a solu¢do de pontos na trajetoéria de equilibrio da estrutura por

meio de um procedimento incremental-iterativo. Neste artigo, o procedimento
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baseado no método de Potra-Ptak (1984), proposto por Souza et al. (2018), é utilizado
para resolver o problema estrutural. O método de Potra-Ptdk é um método iterativo
de dois passos e com convergéncia cubica para determinar a raiz de fung¢des nao
lineares do tipo f(x) = 0. No trabalho de Souza et al. (2018), esse método foi adaptado
a técnica de continuacdo Comprimento de Arco Linear num procedimento incremental

para resolver o sistema de equagdes nao lineares.

As solugdes numéricas aproximadas obtidas com o procedimento de Potra-Ptak sdo
comparadas com o procedimento usual de Newton-Raphson (NR) combinado com a
técnica Comprimento de Arco Linear, em relagdo aos seguintes critérios: quantidade
total de iteracGes acumuladas até a convergéncia, para dada tolerancia; e tempo de
processamento. As trajetdrias de equilibrio com pontos limites de carga e de
deslocamento das estruturas estudadas sdo mostradas. Os procedimentos de Potra-
Ptdk e de Newton-Raphson foram implementados no programa livre Scilab, versao

6.1.0 (Scilab, 2020).

Os resultados numéricos mostram a melhor eficiéncia do cédigo computacional
implementado e sua aplicabilidade na analise de trelicas com comportamento nao
linear geométrico. Além disso, os resultados numéricos mostram que para
deformacgdes infinitesimais a resposta da estrutura coincide independentemente da
medida de deformacdo utilizada na formulacdo. Entretanto, no caso de deformacdes

finitas a resposta pode diferir.
2 Problema estrutural e método de solugao

O objetivo geral da andlise ndo linear é encontrar o equilibrio da configuracao
deformada de uma estrutura que esta sob a a¢cdo de um carregamento aplicado. O
sistema de equacdes ndo lineares que governa o equilibrio estatico de um sistema
estrutural com ndo linearidade geométrica é descrito por (Maximiano; Silva; Silveira,

2014):
g(d; )\) = Fint(d) — AF. =0, (1)

na qual g é o vetor de forgas desequilibradas, Fint € 0 vetor de forgas internas (avaliado
em funcdo do vetor de coordenadas nos pontos nodais da estrutura d) e A é o

parametro de forca responsavel pelo escalonamento do vetor de referéncia Fr. A
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solucdo do sistema dado em Equacdo (1) é obtida por meio de um esquema iterativo e
incremental. O propdsito da presente andlise é determinar, ao final de cada passo, o
valor do parametro de carga A e do vetor de coordenadas nodais d. Esse sistema tem
(n + 1) incdgnitas, que sdo o vetor d com n elementos e o parametro A, mas somente n

equacdes. Assim, uma equacao de restricdo é adicionada ao sistema:
c(d,A) = 0. (2)

Aplicando o método de Newton-Raphson padrdo ao sistema dado pelas Equacdes (1) e

(2), chega-se a:

ag® ag®

——8d*+) 4 2 srk+D) = KRgak+D) — GRADE = —g®), (3)
od oA '
9cto\T 9c®
< ad > Sd(k+1) + W&)\(k-ﬂ) = —C(k), (4)
com

d&+D = g 4 §qk+1) (5)
}\(k+1) — }\(k) + 5)\(k+1), (6)

na qual K® = % € a matriz de rigidez (matriz Jacobiana) e dAK) é o subincremento
do parametro de carga. Nota-se que o sobrescrito (k + 1) indica a iteragdo corrente e o
sobrescrito (k) a iteracdo anterior, no passo de carga. Isolando o subincremento de

coordenadas dd&+D na Equagdo (3) e supondo que K seja inversivel, tem-se:

§d0+D = §d{? + s2*+D5d (9, (7)

na qual
54 = —[K(d®)] "g(a®,209), ®)
5d% = [K(d®)|'F, (9)

em que g(d®,A®) = F, (d®) — A0F,. Os incrementos de coordenadas nodais e

de carga sdo determinados por, respectivamente:

Ad&HD = Ad® 4 §q&+D) (10)
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MEFD = AA) 4 gD, (11)

Utilizando a técnica de continuagdo Comprimento de Arco Linear (Riks, 1972;

Wempner, 1971), a equagdo de restri¢do c(d,A) é dada por:

c(d,n) = 6d+D Ad© = 0, (12)

Com a substituicdo do subincremento dd&+1D da Equagdo (7) na Equagdo (12), chega-

se a expressdo para o subincremento de carga oA k+D):

T
809 + 520+D5d| 4d©® =0, (13)
CENTO
SAk+1) — _M_ (14)
a7
8d% Ad©

Os autores Potra e Ptdk (1984) desenvolveram um método iterativo de dois passos
fundamentado no método de Newton-Raphson, com convergéncia cubica, para
determinar a raiz de equag¢des ndo lineares do tipo f(x) = 0, e consiste de duas
avaliagdes da fungdo f(x) e de apenas o calculo de derivadas de primeira ordem f'(x)

(Soleymani et al., 2012). O esquema iterativo é dado pelas seguintes equacgdes:

f(X(k))

k+1) — (k) _ 15

L) _ 0o _ [0 + (yE )] (16)
B f'(x(®) ’

Esse esquema iterativo proposto por esses autores foi adaptado ao problema

estrutural num procedimento incremental cujas equacgdes sdo (Souza et al., 2018):

8+ = 8d(7 + 82+ Vsd (17)
y&+D = g0 4 §glk+s), (18)
-1
8d§k+1) _ [K(d(k))] [ngk+1)Fr _ g(y(k+1)’7\(k))]’ (19)
d&+D = y(k+1) + 8dgk+1), (20)
AGtD) = 200 4 g+, (21)
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-1
O cdlculo explicito de [K(d(k))] pode ser evitado resolvendo-se o sistema de
equacles lineares via decomposi¢cdao (por exemplo, fatoragdo LU ou fatoragdo de
Cholesky), visto que uma Unica fatoragdo no inicio do ciclo iterativo é necessaria. A

equacado para o incremento inicial do parametro de forga (solugao predita) é dada por:

Al
MO = : (22)
lI3d, |
na qual ||-|| € a norma Euclidiana e Al representa o incremento de comprimento de

arco. Esse incremento pode ser utilizado como um parametro de controle no passo de
carga corrente de acordo com a expressao (Crisfield, 1991):

0,5
Nd\"~
0

em que 9Al é o incremento de comprimento de arco no passo de carga inicial (t = 0),
Nd é o numero de iteracGes desejadas para a convergéncia do processo iterativo
corrente, e tk é o numero de iteragGes que foi necessdrio para convergir no passo de
carga anterior. O critério de convergéncia adotado para cada passo de carga é

expresso pela norma da forcga residual e da forca total aplicada:
ligll < tol - [|IF|, (24)

na qual tol é a tolerancia fornecida pelo usudrio. O pseudocddigo do algoritmo do
procedimento incremental-iterativo proposto é ilustrado na Figura 1. O vetor de

deslocamentos nodais U é calculado por:
u=d- °d, (25)

na qual d é o vetor de coordenadas nodais corrente (convergido no passo de carga
corrente) e %d é vetor de coordenadas nodais na posi¢do inicial (configuragdo
indeformada) da estrutura. Para simulacdes com o procedimento de Newton-Raphson,
no pseudocddigo da Figura 1 considera-se o vetor dd2 = 0, as etapas de 23 a 27 ndo

sdo executadas e na etapa 29 substitui-se 0Lz por dA1, uma vez que dA2 = 0.
3 Formulagao Posicional de Elementos Finitos para trelica 3D

O elemento de trelica 3D é descrito pela formulacdo Posicional de Elementos Finitos

(Coda, 2003). Esse elemento transmite somente forcas axiais e tem darea da secdo
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transversal constante A. As coordenadas (X1, Y1, Z1) do né "1" e (X2, Yz, Z2) do no "2"
representam a configuragao inicial do elemento de barra (também conhecida como
coordenadas de referéncia). Apdés uma mudanca de configuracio devido a
deslocamentos da treli¢a, a barra passa a ter novas coordenadas (X1, y1, z1) e (X2, V2,
z2), respectivamente. O comprimento inicial (ou referencial) Lo e o comprimento atual

L da barra sao calculados, respectivamente, por:

Lo = \/(Xz =X+ (Y, —Y)? + (2, — Z,)3, (26)

L= \/(Xz — %)%+ (y2 —y1)? + (22 — 21)2 (27)

Entrada: Nmax, Kmax, AP, °Al, tol, Nd, °d 21, 8h < -(ADOT8dg)/( AdOT §d)
Saida: d, u, NP, A, Kiotal, Kmédio, t 22. 8d1 <« &dg + d; &d,
1.d <« %, Ad < 0, 1 < 0, Kiota1 < O 23. g < (MAL) Fr - Fin(d+Ad+58d:1)
2. aux < tol - ||F| 24. a<«[L]'g /Ipasso 2
3. tic() (inicia o crondmetro) 25. 8dg«[U]'a
4. Para NP < 1,...,Nmax 26.  8)2 < -(AOT 8dg)/( AdOT 8dr)
5. Decomposicdo de K nas matrizes L e U 27. 8d2 <« 8dg + 5X, 8d,
6. a< [L]'Fr 28.  Ad « Ad + 8d: + 82
7. ddr<«[U]'a 29. AL« AL+ 80
8. ALO « Al/||5di|| 30. g« (A+AL) Fr - Fint(d+Ad)
9. SeAd"8dr<0 31.  Selg|l < aux
10. AAO@ « -ALO 32. Terminar a execucgdo da etapa 15
11. Terminar a execucéo da etapa 9 33. Terminar a execucdo da etapa 31
12. Ad© « AL© &d, 34. Terminar a execugdo da etapa 15
13. Ad <Ad©@ 35 d«d+Ad
14. g < (MALO) Fr - Fin(d+Ad) 36. A L+AL
15. Parak < 1,...,Kmax 37. u«d-°
16. Decomposicdo de K(d+Ad) nas 38. Al « °Al (Nd/k)%5

matrizes L e U 39. Kot < Kiotal + K
17. a<« [L]'Fr /lpasso 1 40. Terminar a execugdo da etapa 4
18. 8dr « [U]"1 a A1, Kmedio <— Kiotat/ NP
19. a<«[L]'g 42. t = toc() (1€ o crondbmetro)
20. 8dyg«[U]'a

Figura 1 — O pseudocddigo do algoritmo para o método de solucao.

A seguir sdo apresentadas as expressdes para a matriz de rigidez (Kelem) € 0 vetor de
forca interna (Felem) do elemento de trelica 3D para diferentes medidas de deformacao
- Almansi, Biot, Engenharia, Green-Lagrange e Logaritmica. Neste artigo, foram
desenvolvidas matematicamente as expressdes para as deformacdes de Almansi e

Biot.
3.1 Deformacao de Almansi

A deformacgdo de Almansi (ea) é dada por (Bonet; Wood, 2008):
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[2—Ly%2 1 Ly?
=m0 O (28)

212 2 217
na qual L(x) é uma de fungdo de x e Lo é constante. O gradiente de deformacdo

Oea/0x é determinado por:

0 1 Ly d [L72] Ly%aL
% _ 2= —LOZ— — =2 (29)
ox  ox|2 212 ox| 2 L3 0x
oL ~
Como Pty (Lacerda, 2014), entdo:
2 2
dea Lo m Lo m, (30)

ox 13 L L+
naqualm=1[X1 =Xz Y1—Y2 Z1—2Zy X—X; Y2—YV1 Z2—7Z]T, exj,ziey,
parai =1, 2, sdo as coordenadas nodais na configuracdo deformada do elemento de
barra. Considerando um material isotrépico, homogéneo e elastico e, de acordo com a

lei de Hooke, a energia de deformacdo U é calculada em coordenadas espaciais por:
1 L1 1
U= j —Eegp2dV = f —Ee,?AdL = —EALg,?, (31)
v 2 0 2 2

em que E é o mddulo de elasticidade longitudinal e A é a area da secdo transversal da

barra. O vetor de forga interna elementar Felem é calculado por:

oU de, 1 oL
Fetem = 5 = EALey —— + - EAey” o, )
2 2
Folom = EALSAL—O4 m = FAg) — L3 m,

uma vez que €52~ 0 (hipdtese de grandes deslocamentos e rotaces, mas pequenas
A

deformacgdes). A matriz de rigidez tangente elementar Kelem é dada por:

— aFelem

elem X ’
(33)

5. 0 3 Lo* om )
Ketem = Lo"EA=—(eaL7> m) = —5-EAgs —— + Lo EAm—(sAL ).

A derivada % (eaL73) é determinada como segue:
dep JdL 34
_(EAL_3) = L_3 + ( 3£AL 46)()' ( )
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0 ~ L2 ~m  [Ly® 3e, (35)
a—X(EAL 3)=FmL3—3£AL 4IZ<F—F m.

Assim, matriz de rigidez Kelem fica:
Kelem = Km + Kg, (36)

na qual Km é a matriz de rigidez material e Kc é a matriz de rigidez geométrica dadas

por, respectivamente:

LOZ 3£A (37)
KM = LOZEA (7 — F) mmT,
Ly? om (38)
Ko =13 BAaagy
A derivada om/ox é:
om 11y —13] (39)
ox -1z I3[

na qual I3 é a matriz identidade de ordem trés.
3.2 Deformagao de Biot

A deducdo da deformacdo de Biot é andloga a deformacdao de Almansi. A deformacao

de Biot (eB) € dada por (Menin, 2006):

L—1L, Lo
=1-— 40
7 ] (40)

€ =

O gradiente de deformagdo Oeg/0x é determinado por:

deg 0 Lo d LodL L
—_— |1l —— = —L—L_l = ——= — . 41
0x (’)X[ L 0 Oax[ ] Zox BT (41)
A energia de deformacao U fica:
1
U=3 EALeg?. (42)
O vetor de forgas internas Felem é dado por:
dau Jeg Lo Lo
Felem = P EALeg i EALeg M= ﬁEAEB m. (43)

A matriz de rigidez tangente Kelem é dada por:
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Fei 0 _
Kelem = #em = LOEA&(eBL 2 m)'
(44)
Lo Jdm d _
Kelem = ?EASB K + LOEAm& (EBL )
Como % = %e utilizando a Equagao (41), tem-se:
0 aEB oL LO ZEB
— (egl™?) = —L2 (—2 L—3—>= (———) : 45
0x (esL™) 0x + ®BY " 9x AT A (45)
entao,
Kelem = KM + KG' (46)

na qual Km é a matriz de rigidez material e Kc é a matriz de rigidez geométrica dadas

por, respectivamente:

LO ZEB T
KM = LOEA (E — F) mm -, (47)
Lo odm
KG = E EA€B E (48)

3.3 Matriz de rigidez e vetor de forga interna para outras medidas de deformagdo

Na Tabela 1 aparecem as expressdes para o vetor de forca interna e matriz de rigidez
para as medidas de deformacdo de Engenharia, Green-lagrange e Logaritmica. O
desenvolvimento matematico das expressdes para essas medidas pode ser encontrado
em Lacerda (2014).

Tabela 1 — Medidas de deformacdo, vetor de forca interna e matriz de rigidez.

Medida de Deformacgao
Deformagao (€) Felem Kelem = Km + Kg
EA T
Engenharia L—1Lo EAsg Ku = 13 mm
(SE) LO L m K. = EAEE a_m
G L 0x
K _FA_
Green-Lagrange 2 — Lo® EAgg MTLE mm
— m
(€a) 2L,> Lo _ EAegdm
- Ly 0x
EAL, .
Logaritmica In (L) EALye;, Km = T (1 —2¢)mm
(eL) Lo z m _ EALye, dm
G [2  0x

Fonte: Lacerda (2014).
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4 Resultados Numéricos

Nesta secdo sdao apresentados os resultados numéricos de problemas de trelicas
encontrados na literatura cientifica, levando-se em conta na andlise estatica a ndo
linearidade geométrica e as diferentes medidas de deformacdo - Engenharia, Green-
Lagrange, Biot, Almansi e Logaritmica. O algoritmo (Figura 1) foi implementado com o
software livre Scilab, versdo 6.1.0 (Scilab, 2020). Os testes computacionais foram
realizados em um computador Core i7 - 3537U com 8GB de memodria. O peso proprio
das estruturas é desprezado nas andlises. Ressalta-se, ainda, que ndo estdo
contabilizadas no tempo de processamento a geragao da malha e a visualizacao dos
resultados. Para o término das simulagdes, foi estabelecida uma condi¢do envolvendo
o deslocamento maximo em um ndé determinado da estrutura e/ou um valor maximo

para a carga total.
4.1 Trelica plana abatida nao simétrica

Considere a trelica ilustrada na Figura 2, a qual corresponde a uma cobertura
articulada plana, abatida e ndo simétrica. Esta estrutura tem 18 nds e 33 elementos de
barra, com rigidez axial adimensional EA = 9,0 x 10° e estd submetida ao efeito de trés
cargas nodais P de igual intensidade. Na Tabela 2 sdo listados os numeros totais de
passos de carga (NC) e de iteracOes acumuladas até a convergéncia para a solugao
(Ktotal), NnUmero médio de iteragdes por passo (kmedio) € tempo de processamento t (em
segundos), obtidos nas simulagdes com o algoritmo implementado e o método de

Newton-Raphson padrdo. O sistema de equac¢bes ndo lineares tem 36 incdgnitas.

Figura 2 — Modelo estrutural da trelica plana abatida ndo simétrica.

Na Figura 3 sdo apresentadas as trajetorias de equilibrio (curvas deslocamento vertical
no né 5 versus carga P) com pontos limites de forca e de deslocamento, havendo boa

concordancia com os resultados de Menin (2006). Os parametros considerados nas
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analises para os métodos de solucdo s3o: °Al = 1,0; Nd = 4; tol = 1,0 x1077; kmax = 150;

e AP =100.

Tabela 2 - Resultados numéricos para a trelica plana.

Medida de deformacio NC Ktotal Kmedio t (s)
Engenharia 43 (50) 88 (141) 2,046 (2,820) 3,059 (3,606)
Green-Lagrange 43 (50) 88 (144) 2,046 (2,880) 3,077 (3,705)
Biot 44 (51) 90 (144) 2,045 (2,823) 3,207 (3.783)
Almansi 45 (54) 92 (157) | 2,044 (2,907) | 3,324 (4,129)
Logaritmica 43 (51) 87 (144) 2,023 (2.823) 3,058 (3,788)

Os valores numéricos entre parénteses referem-se ao procedimento de NR.

Na Figura 3 sdo apresentadas as trajetdrias de equilibrio (curvas deslocamento vertical
no nod 5 versus carga P) com pontos limites de forca e de deslocamento, havendo boa
concordancia com os resultados de Menin (2006). Os parametros considerados nas

analises para os métodos de solucdo sdo: °Al = 1,0; Nd = 4; tol = 1,0 x10”7; Kmax = 150;

e AP =100.
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Figura 3 — Trajetdrias de equilibrio da trelica plana abatida ndo simétrica obtidas com o

presente algoritmo e com a referéncia (Menin, 2006).
4.2 Cupula em forma de estrela

Um problema de referéncia para as trelicas espaciais é a cupula em forma de estrela
ilustrada na Figura 4. Este problema é discutido em Greco e Venturini (2006), Wriggers
(2008) e Yaw (2011), entre outros. A trelica consiste de 24 elementos de barra e 13
nés, cujas barras tém rigidez axial EA = 1,0 x 103 N. Essa estrutura apresenta seis nds
restringidos nas direcdes x, y e z, sendo esses nos representados na vista em planta da

estrutura por circulos hachurados.
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Figura 4 — Modelo estrutural da cupula em forma de estrela. Fonte: adaptada de Yaw
(2011).

As trajetdrias de equilibrio com pontos limites de forca e de deslocamento utilizando
as medidas de deformag¢dao de Engenharia, Green-Lagrange e Almansi s3o
apresentadas na Figura 5. Nota-se razodvel concordancia com os pontos de equilibrio
obtidos por Yaw (2011), que utilizou a formulagdo Corrotacional de Elementos Finitos e
a medida de Engenharia. Os parametros considerados nas andlises para os métodos de
solucdo sdo: °Al = 0,4; Nd = 3; tol = 1,0 x10°®; kmax = 150; e AP = 1,0 N. Na Tabela 3
aparecem os resultados numéricos (NC, Ktotal, Kmeédio € t) obtidos com o algoritmo
implementado e o método de Newton-Raphson padrdo. O sistema de equagdes tem
39 incognitas.
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Figura 5 — Trajetdrias de equilibrio da cupula em forma de estrela obtidas com o
presente algoritmo e com a referéncia (Yaw, 2011).

Tabela 3 - Resultados numéricos da clipula em forma de estrela.

Medida de deformacdo NC Ktotal Kmédio t (s)
Engenharia 104 (106) | 166 (217) | 1,596 (2,047) 7,236 (7,550)
Green-Lagrange 104 (107) | 166 (219) | 1,596 (2,046) 7,254 (7,625)
Almansi 103 (106) | 162 (216) | 1,572 (2,037) | 7,211 (7,562)

Os valores numéricos entre parénteses referem-se ao procedimento de NR.
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4.3 Cupula

Considere a trelica espacial em forma de cupula, cujas caracteristicas geométricas sao
apresentadas na Figura 6. Esta estrutura foi estudada por Matias (2002) e apresenta 25
nés e 60 elementos de barra com rigidez axial adimensional EA = 1,0 x 10% Ela é
submetida a sete forgas nodais verticais P de igual magnitude aplicadas do né 13 ao
18. Essa estrutura apresenta seis nos restringidos nas diregdes X, y e z, sendo esses nds
representados na vista em planta da estrutura por circulos hachurados. As trajetérias
de equilibrio com pontos limites de for¢a e de deslocamento (curvas deslocamento no
né 25 versus carga P), considerando as medidas de deformacdo de Almansi, Green-
Lagrange, Engenharia e Biot, sdo mostradas na Figura 7. Vé-se, nessa figura, que houve
boa concordancia com os pontos de equilibrio obtidos por Matias (2002) para a

deformagdo de Green-Lagrange.

Os parametros considerados nas andlises para os métodos de solucdo de Potra-Ptdk e
Newton-Raphson s3o: °Al = 4,0; Nd = 3; tol = 1,0 x10®; kmax = 150; e AP = 0,1. Os
resultados numéricos (NC, Ktotal, Kmedio € t) obtidos com o algoritmo implementado e o
método de Newton-Raphson padrdo (os valores numéricos estdo entre parénteses)
aparecem na Tabela 4. O sistema de equag¢des ndo lineares do problema apresenta 75
incdgnitas. Na Figura 8a é apresentada a posicdo deformada da clpula para o passo de
carga NC = 94 obtida com a deformacdo de Green-Lagrange. Na Figura 8b aparecem as

posicoes dos elementos ndo nulos da matriz de rigidez.

=-—20.543

Vista em planta Elevacdo lateral

Figura 6 — Modelo estrutural da cupula. Fonte: adaptada de Matias (2002).
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Tabela 4 - Resultados numéricos da trelica espacial em forma de cupula.

Medida de deformacéo NC Ktotal kmédio t (s)
Almansi 95 (106) | 192 (278) | 2,021(2,622) | 22,753 (25,728)
Green-Lagrange 94 (107) | 190 (287) | 2,021 (2,682) | 21,940 (27,286)
Engenharia 95(107) | 192 (287) | 2,021(2,682) | 22,752 (27,194)
Biot 95 (*) 192 (%) 2,021 (*) 22,566 (*)

* Ndo convergiu.

Os valores numéricos entre parénteses referem-se ao procedimento de NR.

4.4 Discussao dos resultados numéricos

O algoritmo implementado (Figura 1) no programa Scilab conseguiu tracar as

trajetdrias de equilibrio com pontos limites de carga (tangente horizontal) e pontos

limites de deslocamento (tangente vertical) das trelicas analisadas. O dispositivo para a

verificacdo da mudanca do sinal do incremento de carga inicial AL(®) na passagem por

pontos limites (ver linhas 9 a 11 do algoritmo na Figura 1) é de facil implementacdo

computacional e apresentou resultados precisos.
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Figura 7 — Trajetdrias de equilibrio da clpula obtidas com o presente algoritmo e com
a referéncia (Matias, 2002).
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Figura 8 — Cupula: a) posicdao deformada e b) posicées dos elementos ndo nulos da

matriz de rigidez.
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Ficou evidente em todas as trajetdrias que as trelicas apresentaram comportamento
similar para os niveis iniciais de carregamento. De fato, quando as deformacgdes sao
infinitesimais as posicdes inicial e corrente da estrutura se confundem e,
consequentemente, a resposta mecanica da estrutura coincide independentemente da
medida de deformacdo adotada na analise. Segundo Bonet e Wood (2008), nesse caso
os comprimentos L e Lo sdo aproximadamente iguais (L ~ Lo) e convergem para a
definicdo de pequena deformagdo AL/L. Utilizando uma analise de série de Taylor,

tem-se, por exemplo, para a deformagdo de Biot:

_L+AL-L AL

L~1L . 49
eg( 0) L L (49)
Fazendo a mesma analise para a deformacao de Almansi, tem-se:
L+ AL)?—1? 12+ 2LAL+AL2—-1? AL
ea(l = Lo) = ( ) = =—, (50)

212 212 L
visto que foi desprezado o termo de ordem maior (AL? ~ 0). Nota-se que as analises

para ambas as deformagdes convergiram para AL/L. O mesmo procedimento pode ser

feito para as demais deformagdes.

Quando se tem deformacgdes finitas, a resposta da estrutura pode diferir com a escolha
da medida de deformacdo. Vé-se nas trajetérias de equilibrio (Figuras 3, 5 e 7) que
houve discrepancias entre as curvas de acordo com as medidas de deformacao
adotadas, notadamente nas regides proximas a pontos limites. Também, observa-se
gue as maiores diferencas ocorreram entre as deformagdes de Green-Lagrange e

Almansi.

A iteracdo do procedimento incremental com o método de Potra-Ptdk (PP) é mais cara
computacionalmente em comparacdao com o procedimento de Newton-Raphson (NR),
pois no ciclo iterativo (correcdo da solucdo predita) do primeiro método ha resolucdo
de trés sistemas de equacdes lineares (gerados da formulacdo de elementos finitos) e
duas atualizacdes do vetor de forca interna global Fint, enquanto que no segundo caso
ha dois sistemas de equacgdes lineares a serem resolvidos e uma atualizacdo do vetor
de forca interna. No entanto, o método PP mostrou-se mais eficiente, uma vez que a
qguantidade de incrementos de carga e iteracdes acumuladas para a convergéncia da

solucdo dos problemas foi inferior para a tolerdncia considerada.
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A matriz de rigidez do sistema estrutural K é caracterizada por um alto indice de
esparsidade. Na Figura 8b é apresentado um mapa das posi¢cdes dos elementos nao
nulos da matriz de rigidez para o problema da cupula; o grau de esparsidade (n2 de
elementos nulos/nimero total de elementos x 100) dessa matriz é 81,88 %. E possivel
obter uma melhor eficiéncia numérica do modelo apresentado por meio de algoritmos
que armazenam os coeficientes ndo nulos presentes na matriz e realizam operacgdes
entre matrizes e vetores com esses coeficientes, evitando calculos redundantes
envolvendo elementos nulos. No Scilab pode-se utilizar a funcdo sparse, a qual
converte uma matriz completa para sua forma esparsa retirando qualquer elemento

nulo.
5 Conclusao

Para estruturas geometricamente ndo lineares, é essencial tragar a curva completa de
carga-deslocamento, além de determinar uma estimativa precisa dos pontos limites.
Neste artigo, foi desenvolvido um programa computacional com a formulagdo
Posicional de Elementos Finitos para analise estatica de trelicas planas e espaciais com
nao linearidade geométrica utilizando cinco medidas de deformac¢do - Engenharia,
Green-Lagrange, Biot, Almansi e Logaritmica. A solucdo do problema ndo linear foi
obtida por meio do procedimento incremental e iterativo baseado no método de

Potra-Ptak associado a técnica de continuacdo Comprimento de Arco Linear.

As expressdes para a matriz de rigidez e vetor de forcga interna do elemento de trelica
3D, referentes ao método Posicional de Elementos Finitos, para as medidas de Almansi
e Biot foram desenvolvidas matematicamente a partir da energia especifica U. A
formulagdo posicional é uma alternativa vidvel para as formulag¢des tradicionais do
método dos Elementos Finitos, tanto por causa da praticidade na implementacdo
computacional bem como pelo bom desempenho mostrado nas aplicacdes numéricas

submetidas neste artigo.

O cédigo desenvolvido em ambiente Scilab mostrou-se eficiente, visto que conseguiu
tracar as trajetdrias completas de equilibrio das estruturas analisadas, e alcancar a
solucdo dos problemas com um tempo menor de CPU em comparacdo com o

procedimento classico de Newton-Raphson. A convergéncia dos resultados foi
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atingida, em todos os casos, com um numero médio de iteracdes por passo de carga

aproximadamente dois ou menor.

Por fim, conclui-se que a resposta da estrutura pode diferir completamente de acordo
com a medida de deformacdo considerada na andlise. Sendo assim, a consideragao de
distintas medidas de deformacdo na formulacdo de Elementos Finitos contribui para
andlise e concepgdo de projetos estruturais mais precisos, e com a predi¢do de
relagdes constitutivas de materiais mais préxima do observado em ensaios de

laboratorio.

Recomenda-se, como direcdao para trabalhos futuros, a implementacdo da nao
linearidade fisica utilizando modelos constitutivos de Dano ou Elastoplasticos, adaptar
o programa para analise dindmica e realizar estudos com problemas de trelicas

espaciais de maior porte (nUmero maior de graus de liberdade).
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